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5. Wigner-Ville-Verteilung A\‘(".

Institut far Technologie

® STFT und Wavelet-Transformation sind lineare Integraltransformationen

i = (@lt)gi®) = [ a(t) " ()
@ Nachteil bei Vergleich mit einer Basisfunktion: Zeit-Frequenz-Unscharfe
@ Wigner-Ville-Verteilung: quadratische Integraltransformation ohne Leck-
effekt — hochste Aufldsung aller Zeit-Frequenz-Darstellungen
@ Nachteil: Kreuzterme
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5.1 Definition
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5.5.1 Ambiguititsfunktion IT
® Die Distanz zweier Signale ist Uber die Norm ihrer Differenz gegeben:
d(y(t), z(t)) = [ly(t) — (B[
= (y(0),y(t)) — {y(t),x(t)) — (x(t),y(t)) + (x(t),2(1))
——
=(z(t),y(t))*
= eI + [ly®I® 2 Re{(x(t)4(1)}
Signalenergie > 0 Ahnlichkeit

Innenprodukt: Mal} flr Signalahnlichkeit

Beispiel: Ahnlichkeit zeitverschobener Signale

y(t) =x(t+ 1)

0. @]

(a(t + 7, 2(0)), = / p(t+7) -2t (1) dt =B (1)  — Autokorrelation
5o N
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® Alternativ kann die Ahnlichkeit zweier Signale berechnet werden, bei der
eines frequenzverschoben ist

@ Das Innenprodukt entspricht dann einer Korrelation im Frequenzbereich

® Anwendungsbeispiel: Korrelation von Signalspektren zur Bestimmung der
Doppler-Frequenzverschiebung [Messtechnik, Abschn. 6.3.5]

Beispiel: Ahnlichkeit frequenzverschobener Signale
y(t) = (t) - exp(j2mit)
(z(t) exp(j2mt), x(t)), = (X(f —9), X(f)),

_ / X(f —9)X*(f)df = pE,(9)

.Korrelation® im Frequenzbereich -
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5.1.1 Ambiguititsfunktion AT

Karlsruher Institut far Technologie

® Nun: AhnlichkeitsmaR (d. h. ,Korrelation®) fur gleichzeitig zeit- und
frequenzverschobene Signale

® Dafur teilt man die Verschiebungen jeweils symmetrisch in der Zeit (£ 7/2)
und in der Frequenz (+ $/2) auf:

Definition: Ambiguitatsfunktion
@ Diese Zeit-Frequenz-Autokorrelation nennt man Ambiguitatsfunktion:

A (1,9) = <x<t -+ %) e:m(j%r%t),x(t — %) exp(—jZWgt) >t

_ 7Oac<t + g) . (t _ g) exp(j2rot) dt 9)
_ 7 X<f - g) X <f + g) exp(j2m fr)df (10)

@ Analog zur KKF kann man eine Kreuz-Ambiguitatsfunktion definieren
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5.1.1 Ambiguititsfunktion IT
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Eigenschaften der Ambiguitatsfunktion
@ Die AKF ist ein Spezialfall der Ambiguitatsfunktion fur $ = 0:

rop (T) = Aua (7,0)
® Entsprechend folgt fur r = 0 eine ,Frequenzkorrelation®:
P (9) = Azz(0,0)
® Die Ambiguitatsfunktion hat inr Maximum im Ursprung; dieses entspricht

der Signalenergie: E, = A,,(0.0)
@ Eine Zeitverschiebung um ¢, fuhrt zu einer Modulation bzgl. $:
P(t) =zt —ty) = Ape(7,0) = Are(7,9) exp(j2mit,)
@ Eine Frequenzverschiebung um f, fuhrt zu einer Modulation bzgl. =
X'(f)=X(f-fo) = Aww(r,0) = Au(7,9) exp(j2nf,7)
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5.1.2 Wigner-Ville-Verteilung

Definition: Wigner-Ville-Verteilung

@ Die Wigner-Ville-Verteilung ist die zweidimensionale Fourier-Transfor-
mation der Ambiguitatsfunktion bezuglich der Zeit- und der Frequenz-
verschiebung. Sie entspricht damit einer zeit- und frequenzabhangigen

Energiedichte (einem zeitvarianten Energiedichtespektrum)

Wee(t, f) = / / 22 (T, 9) exp(—j2m¥t) dd exp(—j2m f7)

— 00 oo
_ T * T
—z(t+ )zt —I)
@ Nach Folie 7 gilt:
Ty
T % T &=
Az (1,9) o0—e z(t+ - )™ (t— < (9)
2 2
I N 9 10
Apa(7,0) o—e X(f—5)X*(f+3 (10)
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5.1.2 Wigner-Ville-Verteilung IT
Wigner-Ville-Verteilung
F
W(t, f)
};71
Temporire AKF der Temporire AKF des
Funktion im Zeitbereich FeFo g.’;l F f*l Spektrums
Xt 3)x (- 3) (r-8)x (s+3)
Fs
1 Ambiguititsfunktion
i An(T,9)
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5.1.3 Kreuz-Wigner-Ville-Verteilung IT

Definition: Kreuz-Wigner-Ville-Verteilung

® In Anlehnung an die Kreuz-Ambiguitatsfunktion A.,(t,9) kann man eine
Kreuz-Wigner-Ville-Verteilung definieren:

o0

Way(t, f) = / a:(t + %) y* (t — %) exp(—j2n fr)dr
- 70 X<f _ g) Y™ <f + g) exp(—j2rot) dv

@ Die Kreuz-Wigner-Ville-Verteilung ist nicht unbedingt reell. Es gilt:

Wya(t, f) = Wy (&, f)

® Die Wigner-Ville-Verteilung W..(t, f) ist zwar reell, aber sie kann negative
Werte annehmen (Abschn. 5.2.1)
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er Institut far Technologie

5.2 Eigenschaften der
Wigner-Ville-Verteilung
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5.2 Eigenschaften der Wigner-Ville-Verteilung AT

Karlsruher Institut far Technologie

5.2.1 Allgemeine Eigenschaften
@ Frequenz-Randbedingung. Folgt aus der zeitlichen Integration der WVV:

%m=/mmwa

— 00

-0 —&0

= 7 (/ z(t' + 1) x*(t’)dt’) exp(—j2rf7)dr

— o0 — OO

_ N (e T _q T
= /az(t+2)$ (t 2) exp(—j2n fr)dr dt t'=t 5

o}

= /rgx(f) exp(—j2r fr)dr = |X(f)‘2

Die Integration ergibt das Energiedichtespektrum uber der Frequenz
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5.2.1 Allgemeine Eigenschaften ﬂ("'
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@ Zeit-Randbedingung. Nun wird die WVV Uber der Frequenz integriert:

%wzjmmww

:7/OOX<f_g>X*<f+g)eXp(—J27ﬂ9t)dz9df e

o 2
:/ (/X(f’—q‘})X*(f’)df’) exp(—j2mdt) dd

_ /pgxw) exp(—j2m0t) d9 = |z(t)]?

— o0

Die Integration ergibt die Energiedichte uber der Zeit

14 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Ledn — Methoden der Signalverarbeitung . Institut flr Industrielle
JIlf Informationstechnik




5.2.1 Aligemeine Eigenschaften &K“l

itut far Technologie

® Integration der WVV uber Zeit und Frequenz:

o0

E, = 7 / Wao(t,f) dt df = 755x(f)df: 78595@)0175

-0 —&0

Die Integration Uber der Zeit und der Frequenz ergibt die Signalenergie

@ Zeitliche Verschiebungsinvarianz:

2'(t) = z(t —t)

Wy (t, f) = 7 x(t —ty + %) x” (t —ty — %) exp(—j2n fr)dr
Wl

Die WVV eines zeitverschobenen Signals ist die zeitverschobene WVV

Institut flr Industrielle
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5.2.1 Allgemeine Eigenschaften ﬂ("'
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@ FrequenzmaRige Verschiebungsinvarianz:

2'(t) = x(t) exp(j2m fot)

eston = ] oo Gl (1+3)
c (t — %) exp<—j27rf:c (t - %)) exp(—j2mf7)dr
= [t ) o= 5 terts s
:_vovom(t,f — fz)

Die WVV eines modulierten Signals ist die frequenzverschobene WVV
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5.2.1 Aligemeine Eigenschaften &‘(lT

@ Gleichzeitige Zeit- und Frequenzverschiebung:

2’ (t) = x(t — t,) - exp(j27 ft)

o0

Wt = ] ot Dot (1+3))

cxt (t —ty — g) exp(—j27rfm (t — %)) exp(—j2n fr)dr
= 7 x(t —ty + %) x* (t —ty — %) exp(—j2n(f — fz)7)dT

— o0

— Www(t - txaf - f:v)

Die WVV eines zeitverschobenen und frequenzmodulierten Signals ist die
zeitverschobene und frequenzverschobene WVV
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5.2.1 Aligemeine Eigenschaften ﬂ("'
® Die Auto-Wigner-Ville-Verteilung ist reell:
* _ * T T . r_
Wo (t, f) = / x <t+ 2):17(15 2>6Xp(J27TfT)dT ’7‘ T
r * 7_/ 7_/ . / /
= / T (t — E) x(t + E) eXp(—JQWfT )dT = Wmm(ta f)

Die Verteilung kann auch negative Werte annehmen.

® Reelle symmetrische Signale (insbesondere Fensterfunktionen)
besitzen eine sowohl in Zeit- als auch in Frequenzrichtung symmetrische
Wigner-Ville-Verteilung [KSWO08]:

v(t) = ~(—t) reell

S Wyt f) = Way(=t, f) = Way (8, =) = Wy (=t = f)
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5.2.1 Allgemeine Eigenschaften A\K".

® Wigner-Ville-Verteilung des zeitlich skalierten Signals (a > 1):

ra(t) = ﬁx(f) S Wan (00) = War (L0 )

WVV wird in Zeitrichtung gestreckt und in Frequenzrichtung gestaucht

® Das n-te Zeitmoment der WVV W..(¢t, f) Uber Zeit und Frequenz ist
gleich dem n-ten Zeitmoment der Energiedichte |z (t):

/ /t” Waw(t, f)dtdf = /t”/Wmtf )df dt = /t”\;z:(t)\2 dt

— 00 —OO

(1))

® Das n-te Frequenzmoment der WVV W..(t, f) Uber Zeit und Frequenz
ist gleich dem n-ten Frequenzmoment der Energiedichte | X ( f)|2:

//f” Waa(t, f) dtdf = /f”\X

—00 —0
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5.2.2 Momentanfrequenz und Gruppenlaufzeit ‘(lT

institut far Technologie

® Energiesignal wird in Betrag und Phase zerlegt: z(t) = A(t) exp(Jgo( )

Satz: Momentanfrequenz

® Die Momentanfrequenz f,(t), d. h. die Ableitung der Phase ¢(t) nach der
Zeit:
1

fult) = 5= 9(0),

lasst sich als erstes Moment der normierten Wigner-Ville-Verteilung uber
der Frequenz berechnen:

OO Mittlere Frequenz (Kap 1):

fa(t) = == fo= | f- df
[ Wault, f)df / ||X

@ Die WVV hat damit die gleiche Eigenschaft bgzl. der Momentanfrequenz
wie das Energiedichtespektrum («— F-Trafo) bzgl. der mittleren Frequenz

® Weder Spektrogramm noch Skalogramm haben diese Eigenschaft

20 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Leén — Methoden der Signalverarbeitung . Institut fir Industrielle
A Informationstechnik




5.2.2 Momentanfrequenz und Gruppenlaufzeit &‘(“l

Satz: Gruppenlaufzeit

@ Entsprechend kann die Gruppenlaufzeit als erstes Moment der
normierten Wigner-Ville-Verteilung Uber der Zeit berechnet werden:

70 t- Wae(t,f)dt
tx(f) ===

[ Waal(t,f) dt

@ Eine positive Gruppenlaufzeit entspricht einer Signalverzogerung

@ Die WVV hat die gleiche Eigenschaft bezuglich der Gruppenlaufzeit wie
die zeitliche Energiedichte bezuglich der mittleren Zeit:

K ()]
(0.0}
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5.2.3 Produkt und Faltung zweier Signale ST
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® Produkt im Zeitbereich — Faltung der WVV bzgl. der Frequenz [KSWO08]
y(t) = x(t) - hlt)  o—e  Wyy(t,f) = Wea(t, f) & Win(t, f)

@ Faltung im Zeitbereich — Faltung der WVV bzgl. der Zeit [KSWO08]
y(t) =a() < h(t)  o—e  Wyy(t.f) = Was(t.f) 5 Wan(t. f)

Beispiel: Multiplikation und Faltung des Signals z(¢) mit einem
harmonischen Chirp-Signal

1t 12
y(t) = x(t) - exp (J27T§ ﬁ> y(t) = (t) * exp (J27T§ ﬁ)
t
Wy (t.F) = W (8, f = =) Wyy(t.f) = Waa(t — f - T2, f)
Momentanfrequenz Gruppenlaufzeit W
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5.2.4 Moyals Formel A\‘(IT

Moyals Formel

@ Man kann zeigen, dass das Produkt zweier Innenprodukte der Signale
z1(t), yi(t) und z2(t), y2(t) bzgl. der Zeit gleich dem Innenprodukt der
Kreuz-Wigner-Ville-Verteilungen ist [KSWO08]:

(w1(8), 11 (8) (w2(8), 42()y = (Warao (8, f), Wysya (8 ),

= 7 /oonlxg(t,f) Wy, (&, f)dtdf

— o0 —O0

B Fir zi(t) = z2(¢) und y1(t) = y2(t) ergibt sich Moyals Formel als wichtiger
Sonderfall:

Das Betragsquadrat des Innenprodukts zweier Signale ist gleich dem
Innenprodukt ihrer Wigner-Ville-Verteilungen:

|<£U(t), y(t)>t|2 = <me(t7 f)’ Wyy(t7 f)>t,f = / / wa(tv f) Wyy(t7 f) dt df

—00 —00
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5.2.5 Spektrogramm und Skalogramm AT
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Zusammenhang zwischen Spektrogramm (STFT) und WVV
® STFT als Innenprodukt mit zeit- und frequenzverschobenem Fenster:

FJ(¢, f) = (x(t), vt — t) exp(i27 1)),
B Das Spektrogramm ist das Betragsquadrat der STFT:

SI(t,f) = |FY ()1 = a), vt — ) exp(2n ft))),|*

@ Nach Moyals Formel
(@), y())el” = (Waalt, ), Way (£, ) e, s

entspricht das Spektrogramm dem Innenprodukt der WVVen:

Sg(t,f) — <Wa:ac (tlaf/)a W’Y’Y(t/ o t’f/ o f)>t/>f/

- 7 7Wm(t’,f’) Won (' =t — f)dt’ df’

-0 —O0
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5.2.5 Spektrogramm und Skalogramm A\‘(".

® Beireellen, symmetrischen Fenstern y(t) ist die WVV ebenfalls in Zeit-
und Frequenzrichtung symmetrisch (Folie 18). Damit ist das Spektro-
gramm (Korrelationsintegral) auch als Faltung zweier WVVen darstellbar:

Si(t, f) = / /Wm(t’,f’)-Ww(t—t’,f—f’)dt’df’

— 0 —O0

- Wa::c(ta f) t’if’ W’Y’Y(ta f)

Diskussion

@ Faltung der WVV des Signals mit der WVV des Fensters bewirkt eine Art
Leckeffekt (Verschmierung)

@ Deswegen hat das Spektrogramm grundsatzlich eine schlechtere
Auflosung als die entsprechende WVV des Signals
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5.2.5 Spektrogramm und Skalogramm A\‘(".
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Zusammenhang zwischen Skalogramm (Wavelet-Trafo) und WVV
® Wavelet-Transformation als Innenprodukt mit transformiertem Wavelet:

WY (ah) = <x<t>, ﬁw(t;b)k

@ Das Skalogramm ist das Betragsquadrat der Wavelet-Transformierten.
Mit Moyals Formel lasst es sich wie folgt darstellen:

W2 (ap)| = <x(t),\/%¢(tab)>t = <Wm(t,f),W¢¢<t;b,af)>t7f
= / /Wxx(t,f)W¢w<t;b7af)dtdf

® Auch das Skalogramm hat eine schlechtere Auflésung als die WVV
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5.2.6 Rekonstruktion des Zeitsignals SKIT

Karlsruher Institut far Technologie

W Zwei Signale, die sich nur um eine konstante Phasenverschiebung
unterscheiden, besitzen identische Wigner-Ville-Verteilungen:

2'(t) = exp(jo) - x(t)

= Waa(t, f) = 7exp(jso)~’lf(t+ %)
exp(—jg) o (= ) exp(—i2ef7)dr = War(t.f)

Die Phaseninformation geht verloren — ein Signal kann aus seiner
WVV nicht vollstandig rekonstruiert werden

® Rekonstruktionsansatz: Inverse Fourier-Transformation der WVV bgzl.
f liefert die temporare Autokorrelationsfunktion (vgl. Folie 10):

x(t—l— g) (t— 4 / Waa(t, f) exp(j2n f7) df
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5.2.6 Rekonstruktion des Zeitsignals \“("'

institut far Technologie

o(t+ T)a*(t— 1) = /_  Waslt, ) exp(i2nfr) df
W Furt¢ = t/2 ergibt sich daraus:
() i=alr) " (0) = [ W (G f) expliznsr)af

® Das Signal stimmt bis auf einen unbekannten Faktor z*(0) mit x(¢) Uber-
ein. Fur r = 0 folgt daraus:

a:())\zz/_ Woa(0, f) df

® Division durch |z(0)] liefert die bestmogliche Rekonstruktion:

f wa 2,f)exp(327rft) f
2(0)] ~ \/f W (0. f)d
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5.2.6 Rekonstruktion des Zeitsignals SKIT

Karlsruher Institut far Technologie

® Analog kann eine Rekonstruktion des Fourier-Spektrums vorgenommen
werden. Nach Folie 10 gilt:

(f _ 9) X*(f+ / Wea(t, f) exp(j2mdt) dt

f:g =  X*(9):= X(0)X*(®) = / N Wm(t,g)exp(ﬁm%)dt

— o0

@ Fir 9 = 0 folgt daraus: |X(O)\2:/ W (t,0)dt

@ Bestmogliche Rekonstruktion:

N f Waa (t, £) exp(—j2r ft) dt
X =2 _
| X(0)]
f W (t,0)d
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Definition: Pseudo-Wigner-Ville-Verteilung (PW)

B Entspricht der Fourier-Transformation einer gefensterten temporaren
Autokorrelationsfunktion:

(0.}

WEW (¢ f) = / h(r )QC(t + g) x* (t = %) exp(—j2r f7)dr

— o0

® Sonderfall h(7) = r7(r) (Fensterung mit Rechteckfenster) — Begrenzung
des Integrationsintervalls:

T/2

WwEW @, f) = / x(t + %) x* (t — %) exp(—j2m fr)dr

~T/2

@ Durch Fensterung in zeitlicher Richtung entsteht ein Leckeffekt (Faltung,
Glattung) in Frequenzrichtung (vgl. Abschnitt 5.3.3):

WEW(t, f) = Waalt, f) % H(f)
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5.2.8 Geglattete Pseudo-Wigner-Ville-Verteilung &K"l

Definition: Geglattete Pseudo-Wigner-Ville-Verteilung (SPW)
W Entsteht aus der Pseudo-Wigner-Ville-Verteilung durch zeitliche Faltung
mit einem Glattungsfilter g(¢):

(0.}

WS £) = W™, f) % 9(t) = / gt =YWV, far

— o0

@ Durch die Glattung werden sogenannte Kreuzterme unterdruckt (vgl.
Abschnitt 5.3.1)

@ Allerdings entsteht ein zusatzlicher ,,Leckeffekt“ (Verschmierung) in
Zeitrichtung

@ Nahere Betrachtung der Geglatteten Pseudo-WVV in Abschnitt 5.3.3

Institut fir Industrielle
[lI§ Informationstechnik
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5.3 Kreuzterme bei der
Wigner-Ville-Verteilung
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5.3.1 Wigner-Ville-Verteilung einer Summe v. Signalen &‘(lT

@ Vorteil der WVV gegenuber STFT und Wavelets: hdhere Zeit-Frequenz-
Auflésung als nach der Unscharferelation moglich

@ Nachteil: keine lineare, sondern quadrat. Transformation — Kreuzterme
@ Superposition von Signalen flhrt zur Summe ihrer Kreuz-WVVen:

a:(t)chixi(t) = Waa(t, f) = chzc W, (t, f)

=1 5=1

Beispiel: Uberlagerung zweier Signale z(t) = ¢, 21 (t) + ¢z z2()

(0.}

Wee(t, f) = / r(t+ %)z (t — F) exp(—j2nfr)dr

— 0o
o0

= / [c1x1(t+F) + coma(t+3)] [cf i (t—F) + s a3 (t— )] exp(—j2m f7)dr

= |c1|? Wiy (t, ) + Je2|” Waao (t, ) + 2Re{ercs Way 2y (¢, )} Kreuzterme-

33 Prof. Dr.-Ing. F. Puente Leon — Methoden der Signalverarbeitung Institut fir Industrielle
LA Informationstechnik

5.3.1 Wigner-Ville-Verteilung einer Summe v. Signalen A\ \‘(“'

institut far Technologie

Beispiel: Wigner-Ville-Verteilung der Summe zweier komplexer
harmonischer Schwingungen

® Es sei:
z(t) = z1(t) + z2(?)

mit x1(t) = Ay -exp (j2nfit) und z2(t) = Az - exp (j27 fat)

® Die Auto-WVV-Terme sind einfach zu berechnen. Insgesamt erhalt man
fur die WVV (b. w.):

Waa(t.f) = AT-6(f — f1) + A3 - 8(f — f2) +2A1 As cos(2mAft) - 6(f — fou)

Af=fi—fo Differenzfrequenz

Dabei sind: _
{ fu=(f+ f2)/2 mittlere Frequenz

@ Da in diesem Beispiel nur die Kreuzterme oszillieren, konnten sie mit
einem zeitlichen Tiefpassfilter unterdruckt werden (vgl. SPW, Abs. 5.2.8)
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5.3.1 Wigner-Ville-Verteilung einer Summe v. Signalen &‘(lT
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® Nebenrechnung:

Wew(t, f) = /A% exp<j27rf1 (t + %)) exp(—j27rf1 (t — %)) exp(—j2m fr)dr

- /A% exp(j27rf2 (t + g)) exp(—j27rf2 (t — g)) exp(—j2n fr)dr

+ /A1A2 [exp(j27rf1 (t + %)) exp(—j27rf2 (t — g))
+ exp(j27rf2 (t + g)) exp(—j27rf1 (t — g))] exp(—j2m fr)dr

= / [A% exp(j2mfi7) + A% exp(j27rf27')] exp(—j2nfr)dr

+ /A1A2

exp(j2m (f1 — f2) t) + exp(—j2m (f1 — fz)t)]
~— —

Af Af
=2 coséﬂ'Aft)
. T .
-exp(j27 (f1 + f2) o) exp(—j2m fr) dr
~—— 2
= AT 0(f — f1) + A3 - 0(f — f2) +2A1 A cos(2mAft) - 6(f — f)
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Wigner-Ville-Verteilung der Summe zweier Schwingungen
Kreuzterme ”/ Wae(t, f)

A 2A1 A

Fu

U -
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5.3.1 Wigner-Ville-Verteilung einer Summe v. Signalen &‘(lT

® Die Ambiguitatsfunktion der Summe zweier Signale weist ebenfalls
Kreuzterme auf

Beispiel: Ambiguitatsfunktion der Summe zweier komplexer
harmonischer Schwingungen

B Essei: z(t) = z1(t) + z2(t) mit xi(t) = A; - exp(j2m fit)
Wao(t,f) = A3 -6(f — f1) + A3 - 6(f — f2) +2A1 A cos(2mA ft) - 6(f — fo)

@ Die Ambiguitatsfunktion erhalt man durch zweifache inverse Fourier-
Transformation von W..(¢,f) bzgl. fund ¢:

Ago(1,9) = / h (A2 exp(j2n fi7) + A2 exp(j27 for) consts)
- +2A; Ay cos(2r A ft) exp(j2m f,, 7)) exp(j2r0t) dt
= [Af exp (j2nf17) + AF exp(j2m fo7)] 6(9)  Awa(T,0) = 15 (7)
+ Ay Ay exp(j27 fu7) - (6(0 + Af) + (9 — Af))
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5.3.1 Wigner-Ville-Verteilung einer Summe v. Signalen &‘(lT

er Institut far Technologie

® Nutzsignal entspricht der AKF und ist im Frequenzursprung konzentriert,
Kreuzterme um +A f, daher Tiefpass zu deren Unterdriickung zulassig W
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Beispiel: Summe zweier frequenzmodulierter GauB-Impulse
@ Es sei:
2(t) = @1(t) + a(t)

1/4
mit  x;(t) = (g) exp(—%(t —t;)? —|—j27rfit> . i=12
T

@ Fur die Autoterme der WVV ergeben sich 2 konstante zweidimensionale
Gauf3-Impulse bei t1, f1 und t2, fo. Der Kreuzterm liegt bei ¢, = (t1+t2)/2,
fu= (fi+f2)/2 und oszilliert in Zeit- und in Frequenzrichtung:

(f—f1)2>
- 477T2(f - f2)2>

A2
Wxx(t7f) =2- eXp<_Oé(t = t1)2 — 7

+2- exp(—a(t —t9)?

+4. exp(—a(t = tu)2 — 477T2(f - fu)2>
ccos (2w ((f — fu) At + Af(t—t,) +Af-t,))
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5.3.1 Wigner-Ville-Verteilung einer Summe v. Signalen ﬂ("'

er Institut far Technologie

WVV der Summe zweier frequenzmodulierter Gauld-Impulse

Wi (t7f)
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Ambiguitatsfunktion der Summe zweier frequenzmodulierter Gauf3-Impulse

Kreuzterme
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® Analytisches Signal:  z(t) := z(t) +j - H{z(t)}
@ Eigenschaft: keine Spektralanteile bei negativen Frequenzen

B Kreuzterme zwischen den Spektralanteilen des reellen Signals bei
positiven und negativen Frequenzen entfallen damit

Beispiel: Wigner-Ville-Verteilung zweier uberlagerter Chirp-Signale
WVV des reellen Signals WVV des analytischen Signals

25F 25
20t 20
“— “—
N N
C 15 C 15
o ()
o o
@ 10/ @ 10/
LL L
5t 5¢
0 o | R RS
0 1 4_5 8 9 10 0 1 2 3 4_5 6 7 8 9 10
Zeit t Zeit t
®® Aufldsung; ©o Kreuzterme ®® Auflosung; © Kreuzterme
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) &‘(lT

® ldee: Einsatz einer kompakten 2D-Fensterfunktion ®(7, ) zur Dampfung
der Kreuzterme der Ambiguitatsfunktion auBerhalb des Ursprungs

Cohen-Klasse

@ Durch 2D-Fourier-Transformation der gefensterten Ambiguitatsfunktion
erhalt man die Cohen-Klasse:

Cra(t, f) = F {F9 {Asz(7,9) - O(7,9)}} = Won(t, f) ’if/ (¢, f)

t/

mit  II(¢,f) = F, {Fy {®(7,9)}} (Glattungsfunktion)

@ Aufgrund der Faltung entsteht ein ,Leckeffekt®, der die Auflosung der
Cohen-Klasse gegenuber der WVV verschlechtert

@ Abhangig von der gewahlten Fensterfunktion (,Kernfunktion“) ergeben
sich verschiedene Sonderfalle der Cohen-Klasse:

Spektrogramm («— STFT)
Choi-Williams-Verteilung

(Geglattete) Pseudo-Wigner-Ville-Verteilung
Wigner-Ville-Verteilung
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) &‘(lT

er Institut far Technologie

Spektrogramm
W Als Kernfunktion wird die Ambiguitatsfunktion eines Fensters ~v*(t)

gewahlt:
YE(t) =y (—1)

(I)(T7 19) = Avﬁwﬁ (7_7 19) — H(ta f) - Wﬁ/ﬁ'yﬁ (t7 f) - W’Y’Y(_ta _f)
® Dann entspricht die Cohen-Klasse dem Spektrogramm (vgl. Folie 24):

S3(t, ) = |3 NI = Wao ', £)s Wy (8 =8, ' = Py 4o

Coa(t, f) = / / W', fYW (' =t f = f)dt'df = SI(¢. f)
@ In diesem Fall ist die Cohen-Klasse nichtnegativ
@ Ambiguitatsfunktion eines kompakten Fensters ist ebenfalls kompakt und
hat deshalb die Form der Ubertragungsfunktion eines 2D-Tiefpasses
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Choi-Williams-Verteilung (1989)

@ Als Kernfunktion wird ein ,kreuzformiger Gaul3-Impuls® Gber der Zeit- bzw.
Frequenzverschiebung gewahlt:

O(7, )
®(1,19) = exp(—a¥*7?)

@ Je groRer der Faktor a, desto
schmaler ist die Kernfunktion
und umso starker werden die
Kreuzterme unterdruckt

@ Aus der folgenden Darstellung
der Cohen-Klasse lasst sich die
Choi-Williams-Verteilung
ableiten [KSWO0S8]:

Con(t, f) = F> {a:(t n %) " (t _ g) £ Fy {®(r, 19)}} = CWa(t, f)
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Geglattete Pseudo-Wigner-Ville-Verteilung

@ In diesem Fall wird als Kern- bzw. Glattungsfunktion eine separierbare

Funktion gewahlt:
FoTF -

O(r,0) = G(=0) - h(r) o—e It f) = g(t) - H(f)

Dann entspricht die Cohen-Klasse der geglatteten Pseudo-WVV:.

Con(t, f) = F> {x(t + %) 2t <t - %) h(r) % g(t)}
= / g(t—1t") / h(T) :U(t’ + %) r* (t’ — %) exp(—j2n fr)drdt’

= WEPW(¢, £)

Sonderfall: Wigner-Ville-Verteilung
FoT -
O(r, ) =1 o—e I, f) = 6(t) - 6(f)
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) &‘(lT

® Warum werden durch Fensterung der Ambiguitatsfunktion Kreuzterme
unterdruckt?

@ Annahme: Wahl von Rechteckfunktionen als Fensterfunktionen (SPW):
h<T) = TTegs (T) ) G(_ﬁ) = TFeg (19)

— Beschrankung der Intervallgrenzen in der Cohen-Klasse:

oo Ters /2
Cual(t, f) = /g(t—t’) / x(t’—i—%)x*(t'—%)exp(—j?wa)det’
—00 T=—Test /2
oo Fet /2 9 9
- / H(f — f) / X(f’ . 5) X* <f’ + 5) exp(—j2mdt) do df’
—0o0 V=—Fetr /2

@ Bei der Berechnung der zeitlichen bzw. spektralen temporaren AKF
werden die Signale maximal um T bzw. Ferr gegeneinander verschoben

— Signalanteile, die weiter auseinander liegen, beeinflussen sich nicht
— Gleichzeitig werden H( f) und g(t) breiter = Leckeffekt verstarkt
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) &‘(lT

er Institut far Technologie

Beispiel: Unterdriickung von Kreuztermen
@ Signal, das aus drei Gaul3-Impulsen bestenht:

z(t) = exp (—at2) + exp (—a(t — to)z) + exp (—atz) -exp(j2mfot), a >0

z1(t) w2 (1) z3(t)

@ Das Spektrogramm liefert zwar die unscharfste Darstellung, ist aber
dafur frei von Kreuztermen.

B Bei der WVV entstehen oszillierende Kreuzterme zwischen allen drei
Signalanteilen.

® Bei der Pseudo-WVV wird ein Fenster h(z) mit Te < to verwendet.
Dadurch wird bei der Berechnung der zeitlichen temporaren AKF das
Signal x2(t) nicht mehr mit z1(¢) und x3(t) verglichen. Die Kreuzterme
zwischen diesen Signalanteilen werden dadurch eliminiert.

@ Beider geglatteten Pseudo-WVV werden durch das zusatzliche Fenster
auch die Kreuzterme zwischen den frequenzverschobenen Signalanteilen
unterdruckt. Aufgrund des Leckeffekts verschlechtert sich allerdings die
Auflosung.
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) &‘(lT
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Spektrogramm Wigner-Ville-Verteilung
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) &‘(lT

er Institut far Technologie

@ Bei Vertretern der Cohen-Klasse mit Glattung in Zeit- und Frequenzrich-
tung (Spektrogramm, SPW) werden Kreuzterme in beide Richtungen un-
terdriuckt, aber es tritt ebenfalls eine Unscharfe in beiden Richtungen auf

@ Im Folgenden wird die Verwandtschaft zwischen diesen Vertretern der
Cohen-Klasse naher untersucht

Beziehung zwischen geglatteter Pseudo-WVV und Spektrogramm
@ Geglattete Pseudo-WVV besitzt eine separierbare Glattungsfunktion:

I(t, f) = g(t) - H(f)
@ Entspricht die Glattungsfunktion gleichzeitig einer WVV (des Fensters y),
H(t7 f) = W’Y'Y(_t7 _f) W’Y’Y(tv f) )

dann ist die geglattete Pseudo-WVV gleichzeitig ein Spektrogramm
@ Zur Uberpriifung soll die Glattungsfunktion ,riicktransformiert* werden

A H(_tv _f) -

. Institut fir Industrielle
[lil Informationstechnik
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) &‘(lT

@ Dafur wird die Glattungsfunktion

W’Y’Y(ta f) = H(_t7 _f) = g(_t) ’ H(_f)
in die Rekonstruktionsgleichung der WVV (Folie 28) eingesetzt:

f g(—%) - H(—f)exp(j2n ft)df

’AY(t) - ’ f/ = _f
\/ J 9(0)-H(-
g(=3) f H(f') exp(j2nf'(~t)) df’
\/ ) T H(ar
A(t) = g <_%) - h(—1)
V9(0) - h(0)
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) \‘("'
9(=3) - h(=1)
9(0) - ~(0)

@ Eine Geglattete Pseudo-WVV ist also gleichzeitig ein Spektrogramm,
wenn eine Fourier-Rucktransformierte zu H( f) existiert und der Nenner
oben endlich bleibt:

9(0) - h(0) = g(0) - / H(f)df < oo (190)

A(t) =

Folgerung:

B Geglattete Pseudo-WVV kann als Untermenge des Spektrogramms
interpretiert werden, da fur g(¢) und H(f) kompakte Funktionen gewahit
werden und die Forderungen somit stets erfullt sind

® Fur die Pseudo-WVV und die Wigner-Ville-Verteilung selbst gilt dies nicht,
da in beiden Fallen g(t) = J(t) gilt und daher (190) nicht erfullt ist

@ Weiterhin kann gezeigt werden, dass die Choi-Williams-Verteilung kein
Spektrogramm ist, da sich die Kernfunktion dieser Verteilung nicht als
Ambiguitatsfunktion eines Fensters y(t) interpretieren lasst
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) \‘(lT

ut far Technologie

Beispiel: Ultraschall-Doppler-Messtechnik

2500 w 2500 w : : :
Spektrogramm : : WVV
2000 1 2000 e
N 1500
!
o &
“~ 1000 :
:"..
500—é Prepst T
Pl afEas
0 0,5
2500
2000
= 1500] : ;
= _, g
“~ 1000} £ L
’ . gt =
B . c_.?. ]
28 AEE-
‘tbf( e ta 2
1.5 2,0 25
t/s [ |
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) \“("'

Institut far Technologie

Beispiel: Cohen-Klasse bei periodischen Signalen

@ Nun soll untersucht werden, welche Gestalt ein periodisches Signal der
Periodendauer Ty = 1/ fo bei verschiedenen Zeit-Frequenz-Darstellungen
annimmt

@ Durch Entwicklung in eine Fourier-Reihe lassen sich die Kreuz- und die
Autoterme und daraus die WVV W,,(t, f) explizit berechnen [KSWO08]

@ Daraus kann mit Moyals Formel das Spektrogramm berechnet werden
[Fol. 24]; als Analysefenster wird der GauB-Impuls verwendet:

v(t) = (g) ! exp <—§t2) o—e W, (t, f) = 2e~ A"’ exp<—47r25f2>

® Die Glattung von Wy,(t,f) mit der WVV des Analysefensters ergibt das
Spektrogramm

® Da W,,(t,f) separierbar ist, ist ein mittels eines Gau3-Impulses
berechnetes Spektrogramm gleichzeitig eine geglattete Pseudo-WVV
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) &‘(lT

® Analog lasst sich mit Moyals Formel auch das Skalogramm berechnen
@ Als Analyse-Wavelet soll das Gabor-Wavelet verwendet werden:

Y(t) = <§> ! exp <—§t2> . el fut

@ Da dieses einem frequenzverschobenen Gaul-Impuls entspricht, kann

seine WVV dank der Verschiebungsinvarianz (f ~ f— f,) direkt
angegeben werden:

Y1) =y(1) Tt o—e Ww(taf—fw):26_5t2exp(—4W)

@ Auch diese Glattungsfunktion ist separierbar, weshalb ein Skalogramm,
das mit Hilfe des Gabor-Wavelets berechnet wird, gleichzeitig eine sog.
affine geglattete Pseudo-WVV (vgl. Abschnitt 5.3.4) ist
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) ﬂ("'

er Institut far Technologie

® Nun werden ein Signal y(¢) und dessen Fourier-Koeffizienten herangezo-

gen, um Spektrogramm (2 Parametrierungen) und Skalogramm miteinan-
der zu vergleichen:

y(t) =2 - [sin(—27t) + sin(—27 2t) /2 + sin(—27 3t) /3]

Zeitbereich: Frequenzbereich:
Signal y(t) und Gaul-Impulse Koeffizientenbetrage und Spektren
3 1 —t
— () | Y o
9 -- ~(t) mit B =4 N "F(f)m@ﬂ:‘l
“ ~(t) mit f =8 0-8 J L D(f) mit 5=38
1 / \\
0.6 ! ERE
oL ' I” .“ '
0.4 jl ii:_
-1 _:':/‘ \‘:‘..
0.2 &, v
-2 1/ e
3 t 0 / | ‘\ f
“15 -1 -05 0 0.5 1 15 -3 —2 -1 0 1 2 3
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Karlsruher Institut far Technologie

Spektrogramm fur 5 = 4

S2E ) o)
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Spektrogramm fir 5 = 8
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) AT

Karlsruher Institut far Technologie

Skalogramm fir 3 =8und f, =3 beia=1

Wt F)I? +

3.5+

25+
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) T

arlsruher Institut far Technologie

Beispiel: Analyse von Einspritzvorgangen bei der Benzin-
Direkteinspritzung

@ Ziel: Schatzung der Einspritz-
dauer durch Auswertung des
Klopfsensorsignals

Motorsteuergerat Injektor

Bisher: Reine Steuerung

@ Zunachst: Signalanalyse mit Hilfe

. Algorithmus zur
von Zeit-Frequenz-Darstellungen stith-a:;z;pghder % -
atsachlichen
Klopfsensorsignal Einspritzdauer Klopfsensor

0.5 T

T T

Amplitude (
o

Zeit-Frequenz-Darstellungen mit
05 ' ' ' ' ‘ ' hoher Auflosung gefordert

0.5 1 1.5 2 25 3
Zeit (ms)

Spekirogramm des Klopfsensorsignals

®=  Wann treten Ereignisse auf?

= Welche Frequenzen sind

2 beteiligt?
g ‘2‘2 ® Lineare Zeit-Frequenz-
, Darstellungen haben eine
05 ! oty 25 s unzureichende Auflésung
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5.3.3 Cohen-Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) &‘(lT

® Analyse des Klopfsensorsignals
mittels quadratischer Zeit-
Frequenz-Darstellungen

® Wigner-Ville-Verteilung: o , ‘ , . . .

w sehr hohe Auflésung 00 ‘ Torms 20 ’
(Vermeidung des Leckeffekts)

= starke Interferenzen
(Autoterme werden Uberdeckt)

= Keine Interpretation moglich
= Kreuzterme unterdrucken »

0.5 1 1.5 2 § 3
= hohe Auflosung erhalten Zeit (ms)

2B Jord Verteil (V rtret 100 Born-Jordan-Verteilung des Klopfsensorsignals
orn-Jdordan-verteliung ertreter

der Cohen-Klasse mit sinc- g

formiger Kernfunktion):

® hohe Scharfe in Zeit- und
Frequenzrichtung s 1 15 2 25

. Zeit (ms)
®  Unterdruckung v. Interferenzen

05 Klopfsensorsignal
. T T T

Amplitude (V)
o

Wigner-Ville-Verteilung des Klopfsensorsignals

Frequenz (kHz)
o n » D @ o
o o o o o

=< 60
N

40

Frequenz (kH

20
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® In Analogie zur Definition der Cohen-Klasse

Cuslt, f) = / / Mt — 1, f — f) Waa(t', f) dt’ df’

— 00 —O

wird die affine Klasse definiert, indem man die Koordinaten der
Glattungsfunktion affin transformiert:

Affine Klasse:

a
—00 —00

Eigenschaften

@ Konflikt zwischen Unterdrickung der Kreuzterme und Verschlechterung
der Auflosung gilt fur die affine Klasse ebenso wie fur die Cohen-Klasse

@ Zu den Vertretern der affinen Klasse gehéren das Skalogramm, die WVV
und die affine geglattete Pseudo-WVV
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5.3.4 Affine Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) &‘(lT

Skalogramm
B Wird als Glattungsfunktion die WVV des Wavelets 1(t) eingesetzt,

H(ta f) - W¢¢(t,f),

ist die affine Klasse nach Moyals Formel identisch mit dem Skalogramm:

Ou(a,) / /WW(t_b af) Wy (t, f)dtdf = W2 (a, )

—0 —&O

Wigner-Ville-Verteilung
@ Die WVV resultiert aus der affinen Klasse mit der Glattungsfunktion:

II(t, f) = 6(t) - 6(f — fo) ,Bandpasssignal* |
B Die affine Klasse lautet dann:

Qs (a.b) = // (20 alaf = o) Wt £y e = e (0,22

— 00 —O0
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5.3.4 Affine Klasse (Fensterung der Ambiguitatsfkt.) ‘(lT
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Affine geglattete Pseudo-Wigner-Ville-Verteilung (ASPW)

@ Analog zur geglatteten Pseudo-WVV lasst sich eine affine geglattete

Pseudo-WVYV definieren. Dazu wird eine separierbare Glattungsfunktion
angesetzt:

II(t, f) = g(t) - H(f)

@ Die Definitionsgleichung lautet damit:

Quaa,h) = / / (“) (af) - Wea(t, f) dt df = WASPW(q, )

— o0 —O0
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5.3.5 Reassignment-Methode A\KIT

@ Ziel: Umformung von Zeit-Frequenz-Verteilungen, damit gleichzeitig
Kreuzterme unterdrickt werden und eine grof3e Scharfe der Darstellung
erzielt wird

@ Interpretation der Cohen-Klasse (alternativ: der affinen Klasse)

Cﬁ@i%=/ /H@—fJ—f3WmWJﬁ&ﬂf

—0o0 —O0

als gewichtete Summation (Faltung) der Werte der Wigner-Ville-
Verteilung in einer Umgebung um einen Punkt (¢, f), wobei die Glattungs-
funktion als Gewichtungsfunktion dient

® Der gewichtete Summationswert wird dann dem Punkt (%, f) zugewiesen

@ Bei der Reassignment-Methode wird der Summationswert nicht dem
Punkt (t,f) zugewiesen, sondern dem Massenschwerpunkt des
Produktes Wo.(t',f) TI(t — t', f— f')

Dadurch werden Peaks in der Zeit-Frequenz-Verteilung verstarkt
Entspricht einer nichtlinearen Heuristik zur Entfaltung (deconvolution)
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5.3.6 Signalabhangige Filterung der WVV A\‘("'

er Institut far Technologie

@ Fensterung der Ambiguitatsfunktion verursacht einen Leckeffekt bei der
WVV, so dass der Vorteil der WVV (hohe Auflésung) verlorengeht

@ Weiteres Problem: Wahl einer geeigneten Fensterfunktion

@ LoOsung: signalabhangige (d. h. individuelle) Filterung der WVV

B Spektrogramm S} (t,f) als Filterfunktion geeignet, da gleiche Struktur
wie WVYV, allerdings ohne Kreuzterme

Gefilterte Wigner-Ville-Verteilung:

fo(ta f) = (Wxx(t,f) . S;(t,f))1/2

=(W@wf»<W@mfg%J%wun)fm

@ Kein Leckeffekt durch die Multiplikation, hohe Auflosung bleibt erhalten
@ Kreuzterme werden unterdruckt

@ Aber: Autoterme gedampft — Zeit-/Frequenz-Randbedingungen verletzt
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5.3.6 Signalabhangige Filterung der WVV

ST
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Spektrogramm Wigner-Ville-Verteilung
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5.4 Diskrete Wigner-Ville-Verteilung
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5.4 Diskrete Wigner-Ville-Verteilung IT

@ Zur Herleitung der diskreten WVV wird in der Definitionsgleichung der
WWVV t durch 7' = 7/2 ersetzt:

(0.}

Wea(t, f) = / x(t + %) x* (t - g) exp(—j2n fr)dr
= / x(t+7") 2" (t — 7') exp(—jdn f7r') d(27")

® Nun wird die temporare AKF bzgl. ' mit der Abtastzeit ¢4 abgetastet:

Wee(t, f)=2- / Z (t+7)x*(t —7")0(7" — mta) exp(—jdm fr') dr’

m=—o0
o0
=2- Z x(t+mta) ™ (t — mta) exp(—jdmfmta)
m=—oo
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5.4 Diskrete Wigner-Ville-Verteilung IT
o0
Wee(t, f) =2- Z x(t + mta) x*(t — mta) exp(—jdr fmia)

m=—o0

® Schlieldlich werden die Zeit t und die Frequenz f bei einer Signallange

von N diskretisiert:
t=nty f= kf =

@ Damit lautet die diskrete Wigner-Vllle-Vertellung:
N-1
Wez(n, k) =2- Z z(n+m)z*(n —m)exp(—jdrkm/N)
m=—(N-1)

® Man kann zeigen, dass die Verteilung fa/2-periodisch ist [KSWO08]:
Wee(n,k+i- NJ/2) = Wya(n, k)

® Vermeidung von Aliasing:  f; < fa/4

® Bei analytischen Signalen:  f; < fa/2
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